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EXERCICE 1 3 points
Commun a tous les candidats

On munit le plan complexe d'un repére orthonormé direct. On considére I'équation

(E): Z22+228-2z-2=0

ayant pour inconnue le nombre complexe z.

1. Donner une solution entiére de (E).

2. Démontrer que, pour tout nombre complexe z,

24228 -z-2= (2% +2z-2) (P +z+1).

3. Résoudre I'équation (E) dans I'ensemble des nombres complexes.

o» Baccalauréat S Métropole-La Réunion 12 septembre 2016 oo

On considére les nombres complexes z_ définis pour tout entier n =0 par la donnée de z,. ou z, est

différent de 0 et de 1, et la relation de récurrence : z__, =1—Zl.

1. a Dans cette question, on suppose que z, = 2. Déterminer les nombres z,, z,. z;. Z,, Z et Z,.
Dans cette question. on suppose que z, =1i. Déterminer la forme algébrique des nombres
complexes z,, z,. Z,. Z,. Z, et Z,.

c. Dans cette question on revient au cas général ou z, est un complexe donné.
Que peut-on conjecturer pour les valeurs prises par z,, selon les valeurs de I'entier naturel n ?
Prouver cefte conjecture.
2. Déterminer z,, . sans le cas ol z; =1+1i.
3. Existe-t-il des valeurs de z, tel que z, =z, ? Que peut-on dire de la suite (z_ ) dans ce cas ?

Voir correction au verso
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1. Onal*+2x13-1-2=1+2-1-2=0, donc 1 est solution de (E).
2. Soit z€ C, alors:

3

(zz+z—2)(zz+z+1)=z4+zs+zz+z +22+2-222-2z-2=7"+228—z-2.

3. D’apres la question précédente, '’équation (E) équivaut a
Z24+2z-2=0 ou z°+z+1=0

e 1’équation z2+2z—-2=0 est du second degré, a coefficients réels, son discriminant
vaut A = 9; elle posséde donc deux solutions réelles qui sont —2 et 1;
¢ I’équation Z2+2z+1=0 est du second degré, a coefficients réels, son discriminant
vaut A = -3, elle posséde deux solutions complexes conjuguées qui sont —% - i@ et
1,:V3
-3 + IT .

¢ Les solutions de (E) sontdonc: -2, 1, —% - iﬁé et —% +i32@.
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On consideére les nombres complexes z, définis pour tout entier n > 0 par la donnée de zp,

ou zp est différent de 0 et de 1, et la relation de récurrence : z,,; =1 — —.
Zn

1(a) Dans cette question, on suppose que zy = 2.
Déterminons la forme algébrique des nombres z,, pour n allant de 1 a 6.

1 1 1 1 1 1
H=l-—=l-—-=-;zp=1-—=1-2=-1;z3=1-—=1—-— =141 =2 = 2.

20 2 2 21 22 -1
Ensuite on retrouve zy, z5 et zg par un calcul analogue.
. 1
Ainsi z1=z4=5 ;|z2=zs=—1 |;|z3=z6=2 |

(b) Dans cette question, on suppose que 2z = i.

Déterminons la forme algébrique des nombres z,, pour n allant de 1 a 6.
z1=1—$=1—%=1+i;

i i

1 1 1-i 1—-i 2—-1+1i 1+4i 1 1,
22=1——=l——_=1—f= —_—_— = = -+ —i;

1 1+i (1+1)(1-1) 2 2 2 2 2
=1 1_1 1 =1 2 1+4i-2 —14i (=141 -1
BT L T T IR T T I+ 141 1+i . Q41—

2

—1+i+i+1 21
=—=—=i= K

1+1 2 s
. - 1 1. -
Amb‘l,commeen(a),; z2=z5=§+51; 3=z =1

(c) Dans cette question on revient au cas général ol z, est un complexe donné.
Des résultats de la question précédente, on peut conjecturer que : Vn € N, 23, = 2
Démontrons cette conjecture par récurrence
e Initialisation : on a bien 23,¢ = z,. L’initialisation est vérifiée pour n = 0.
e Hérédité : Soit n € N, supposons que 23, = zp et montrons qu’alors 23(,1) = 20

Or Zgnesy = Zanps = 1 — —1- 1 —=1- Zontl  _ Znt1 — 1 — Zsnga
Z3n+2 1— Z3ns1 — 1 Z3n41 — 1
Z3n+1
_ -1 _ -1 -1 _
237x+1_1_1_ 1 _1__1 = Fan = %
Z3n Z3n

L’hérédité est bien vérifiée.
e Conclusion : Le principe de récurrence permet de conclure que :

VneN, z;, =2z l

2. Déterminons 22016.

Comme 2 016 = 3 x 672, on a d’apres la question précédente .

3. Déterminons les valeurs possibles pour z, telles que 2y = z;

20=z1¢>20=1—zlo (avec 2z # 0).

Or sur C*,

zo=1—zl®z§=zo—1©z§—zo+l=0

L’équationozg — 29+ 1 = 0 est une équation du second degré que I'on résout dans C*.

A= (-12-4x1x1=-3; A <0, 'équation admet donc deux solutions complexes
conjuguées :
~n-3 1 V3 |, -CD+ivE 1
2x1 51y 2x1 5ty

Il y a donc deux valeurs de 2, pour lesquelles z; = z,.

Dans ces deux cas, on peut montrer par une récurrence évidente que les suites | (zy,) sont constantes




